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Das Problem der Konstruktion einer Oberfläche 
zweiter Ordnung, welche durch neun gegebene Punkte 
hindurchgeht, ist im vergangenen Jahrhundert von einer 
Reihe hervorragender Mathematiker zum Gegenstande 
ihrer Forschungen gemacht worden und hat eine grössere 
Anzahl von Lösungen gefunden. 

Ein Teil dieser Konstruktionsmethoden, mit dem sich 
die vorliegende Arbeit beschäftigt, nimmt seinen Ausgang 
von den Untersuchungen, welche Jacob Steiner 
über das Problem anstellte. Ihm gebührt, wie weiter 
unten gezeigt wird, die Priorität vor Chasles. Ins- 
besondere ist die von ihm gefundene Lösung die erste 
unter denjenigen Konstruktionen, welche sich bei rein 
synthetischer Behandlung der Aufgabe zur Ermittelung 
der gesuchten Fläche auf die Theorie der ebenen Kegel- 
schnittbüschel stützen. Obgleich auch dieses Verfahren 
nicht überall einfach genannt werden kann, so ist es 
doch immerhin bedeutend übersichtlicher und viel weniger 
kompliziert als diejenigen Methoden, welche sich zweier 
reziproker Bündel bedienen oder die Polareigenschaften 
von Flächenbüscheln und -bündeln zweiter Ordnung zur 
Erzeugung der gesuchten Fläche verwerten. 

In jüngerer Zeit ist die von Steiner benutzte 
Methode dadurch wieder zu besonderer Bedeutung gelangt, 
dass Prof. Dr. K. Rohn im Jahre 1894 ein Verfahren 
mitgeteilt hat, welches nach jeder Richtung hin eine ganz 
erhebliche Vervollkommnung der Steiner'schen Kon- 
struktion bedeutet. Der von Rohn angegebene Weg führt 
so leicht und sicher zum Ziele, dass die Konstruktion der 
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§1. 

Die historische Entwiciciung der Steiner'schen 

Konstruktion. 

Jacob Steiner gelang es bereits 1836, das Problem 
der Konstruktion einer Fläche zweiter Ordnung aus neun 
Punkten zu lösen. Er unterliess es jedoch, seine Unter- 
suchungen zu veröffentlichen, weil die zugehörigen Beweise 
ihm nicht einfach genug erschienen und auch nicht die 
nötige Vollständigkeit besassen. Nach seinem Tode fand 
sich, wie C. F. Geiser in „Crelle's Journal für die r. u. a. 
Mathematik", Bd. 68, pag. 191 bemerkt, unter den hinter- 
lassenen Manuskripten ein Quartblatt, welches in einigen 
Notizen kurze Angaben über zwei von Steiner ersonnene 
Konstruktionsmethoden aufweist. Die eine von diesen, 
nach Steiner 's Aufzeichnungen die erste, vermochte 
Geiser soweit zu verbessern und abzuändern, dass sie im 
Jahre 1868 an der erwähnten Stelle der Öffentlichkeit 
übergeben werden konnte. Die zweite Konstruktion 
dagegen liess sich nicht genügend vereinfachen und blieb 
daher für den Druck ungeeignet. 

Fast zwei Dezennien, nachdem Steiner die Aufgabe 
gelöst hatte, gab M. Chasles in der Pariser Akademie 
der Wissenschaften eine von ihm gefundene Konstruktions- 
methode an, welche in den „Comptes rendus des seances 
de l'academie des sciences" vom 24. Dezember 1855 in 
Gestalt einer kurzen Mitteilung erschien. Das Chasles'sche 
Verfahren wurde später von zwei Seiten einer Durch- 
arbeitung und Erweiterung unterzogen. 1880 entwickelte 



H. Schröter in dem von ihm verfassten Werke: „Theorie 
der Oberflächen 2. Ordnung und der Baumkurven 
3. Ordnung" auf pag. 464 f. den Chasles^scheit 
Gedankene:ang bis in» Einzelne, und während der I>ruck- 



§2. 

Die allgemeine Bezeichnung der behandelten Gebilde. 

1. Man teilt die gegebenen neun Punkte 

123456789 

in drei Gruppen zu je dreien. Durch jedes dieser Tripel 
ist eine Ebene bestimmt: 

^ = 123 5 = 456 r = 789. 

Die drei Schnittgeraden dieser Ebenen sind 

a = ßX^ h = rXÄ c = AXB] 
ihr gemeinsamer Schnittpunkt heisst 

S = aXbXc = -4X^X/'. — 

2. Gesucht ist die Fläche 2. Ordnung F^^). Diese 
Fläche gehört einem Büschel 2. Ordnung an, welcher 
ausser ihr noch die Flächen F/^), F^^^), . . . F/^) enthält. — 

3. Die Kegelschnitte, welche von der geforderten 
Fläche F(*2) ^^f (j^^ ^^qi Ebenen ABT ausgeschnitten 

werden, sind beziehungsweise 

k 1 m 

genannt; diejenigen Kurven, die eine andere Fläche F/^) 
auf diesen Ebenen hervorbringt, führen die gleiche, nur 
mit entsprechenden Indices versehene Bezeichnung: 

Kj Kg • t • K. i^ i^ • » » 1' m« m« • • • m.. — 

4. Ferner sind folgende den einzelnen Schnittgeraden 
abc entsprechende Benennungen für die auf ihnen 
liegenden Gebilde durchgeführt: 
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Es heisst 
ein Punkt: 

eine aus solchen Punkten zusammengesetzte Punktreihe: 

ein Punktepaar: 

eine aus solchen Punktepaaren gebildete Involution: 



§ 3. 

Die Steiner'sche Konstruktion. 

1 . Die Schnittgeraden a b c der drei Ebenen ABT 
stehen zu der gesuchten Fläche 2. Ordnung in der Be- 
ziehung, dass jede der genannten Ebenen mit der Fläche 
einen Kegelschnitt gemein hat; für je zwei dieser Kurven, 
nämlich für die Paare Im, mk und kl stellen die Ge- 
raden a b e die gemeinschaftlichen reellen oder imaginären 
Sehnen dar. 

2. Gelingt es nun umgekehrt, durch die drei ge- 
gebenen Punktetripel 123 456 789 drei Kegelschnitte 
k 1 m zu legen, welche die Geraden a b c als gemeinsame 
Sehnen PP' resp. QQ' resp. Eß' haben, so liegen diese 
Kegelschnitte auf der gesuchten Fläche. Denn nimmt 
man auf dem Kegelschnitte k ausser den Punkten QQ' 
RR' noch einen weiteren Punkt P" an, auf 1 ebenso 
einen Punkt Q" und auf m einen Punkt ß", so geht 
durch die neun Punkte PP'QQ'ßß'P"Q"ß" stets eine 
Fläche 2. Ordnung hindurch. Diese hat mit der Ebene A 



die fünf Punkte Q Q' R ß' und P" gemein, also den Kegel- 
schnitt k, der auch die Punkte 12 3 enthält. Dasselbe 
gilt hinsichtlich der Kegelschnitte 1 und m mit den beiden 
anderen Punktetripeln. Die genannte Fläche 2. Ordnung 
ist also die gesuchte. 

3. Zunächst betrachte man nur die Punkte 12 3 
45 6 7 8. Zieht man in A die Gerade (2 3), so trifft 
diese die Schnittgerade b in einem Punkte Q^, die Gerade c 
in einem Punkte Kj. Dieser bestimmt nun in der Ebene 
B mit den Punkten 45 6 einen Kegelschnittbüschel; ein 
willkürlich ausgewählter Kegelschnitt desselben schneidet 
auf c ausser E^ noch einen Punkt R^' aus und liefert 
ausserdem auf a zwei Punkte P^ und P/, die ihrerseits 
in der Ebene F mit den Punkten 7, 8 und Q^ einen neuen 
Kegelschnitt bestimmen, der die Gerade b ausser in Qj 
noch in einem weiteren Punkte Q/ trifft. 

4. Hieraus geht hervor, dass der Punkt Q/ durch 
die Wahl des Punktes R/ fixiert ist. Bewegt sich ß/ 
auf der Geraden c, so durchläuft Q/ die Gerade b; zu 
jedem Punkte R/ gehört ferner stets ein und nur ein 
Punkt Q/ und umgekehrt. Hieraus ergibt sich, dass die 
Geraden b und c hinsichtlich der Punkte Q/ und R/ 
projektivisch sind. Fällt nun R/ in den Punkt S, so 
wird der Kegelschnitt (4 5 6 R^ R/) zu (4 5 6 R^ S). Daher 
muss einer der beiden Punkte P^ und P^', etwa der 
letztere, gleichfalls in S übergehen, so dass (7 8 Pj P/ Q^) = 
(7 8PiSQi) wird, also auch Q/ in S hineinfällt. Daher 
ist S ein sich selbst entsprechender Punkt der beiden 
projektivisehen Punktreihen (Q/) und (R/)? die also 
zugleich perspektivisch sind. Alle Verbindungsgeraden je 
zweier entsprechender Punkte Q/ und R/ gehen durch 
ein in der Ebene A gelegenes Zentrum M hindurch. 

5. Betrachtet man jetzt das Geradenpaar (2 3), (M 1) 
als einen in A liegenden Kegelschnitt k^, so liefert dieser 
auf der Schnittgeraden c ausser R^ einen bestimmten 
Punkt Rj'. Man konstruiert dann den Kegelschnitt 
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li = (4 5 6 Ri Ri') in B, der die Punkte P^ und P^' auf a liefert 
und darauf die Kurve m^ = (7 8 P^ P^' Q^), welche Q/ auf 
b bestimmt. Die Gerade Q^'R/ geht dann durch M, ist 
also mit der durch M und R/ gehenden Geraden (M 1) 
coincident. Es haben jetzt die Kegelschnitte 1^ und m^ 
die Punkte P^ und P/, m^ und k^ die Punkte Q^ und Q^', 
kj und 1^ die Punkte R^ und R^' miteinander gemein. 
Daher sind k^ 1^ m^ drei Kegelschnitte, welche einer durch 
die Punkte 123 456 78 hindurchgehenden Fläche 2. 
Ordnung angehören. 

6. Wiederholt man dieses ganze Verfahren, indem 
man statt von der Geraden (2 3) von (3 1) ausgeht, so 
erhält man in den Ebenen ABT drei neue Kegelschnitte 
kglamg, welche wiederum auf einer Fläche 2. Ordnung 
liegen, die gleichfalls die Punkte 123 45 6 78 enthält. 

7. Die beiden auf diese Weise erhaltenen Flächen 
schneiden sich in einer Raumkurve 4. Ordnung, auf welcher 
die Punkte 123 456 78 liegen und durch die unendlich 
viele Flächen 2. Ordnung hindurchgehen, unter anderen 
auch die gesuchte, die neben den genannten acht Punkten 
auch den Punkt 9 enthält. Diese Raumkurve hat mit 
jeder der drei Ebenen ^JSjTvier Punkte gemein, und 
zwar mit A die vier Punkte k^ X kg = 1 2 3 -4, mit B die 
Punkte li X I2 = 4 5 6 B, mit F die Punkte m^ X nig = 
78CC'. 

8. Konstruiert man jetzt den Kegelschnitt m = 
(7 8 C C 9), so gehört dieser der geforderten Fläche 
2. Ordnung an, von der sich sofort noch zwei andere Kegel- 
schnitte, nämlich ihre Schnittkurven k und 1 mit den 
Ebenen A und B finden lassen. Die Gerade a wird von 
in = (78CC'9) in zwei Punkten P und P', b ebenso in 
Q und Q' geschnitten; es müssen also die Punkte 
45 6ßPP' dem Kegelschnitt 1, die Punkte 123AQQ' 
dem Kegelschnitt k angehören. 

Es sind so drei Kegelschnitte der gesuchten Fläche 
bestimmt. Damit ist die Aufgabe als gelöst anzusehen. 
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§4. 



Die St ein er 'sehe Konstruktion beruht, wie sich aus 
dem vorigen Paragraphen ergibt, im wesentlichen darauf, 
dass an Stelle der gesuchten Fläche zunächst derjenige 
Büschel von Flächen zweiter Ordnung ermittelt wird, 
welcher durch die Punkte 123 456 78 bestimmt ist 
und dem die Fläche F^^> angehört. Dies geschieht 
dadurch, dass statt der Kegelschnitte k 1 m, die ja die 
Durchdringungskurven von F^^^ mit AB F darstellen, zwei 
andere in den drei Ebenen gelegene Tripel von Kegel- 
schnitten, kj l^ m^ und k^ l^ mg , konstruiert werden, welche 
zwei beliebigen Flächen des Flächenbüschels angehören. 
Damit sind dann die drei Kegelschnittbüschel, in welchen 
letzterer die Ebenen ABF durchsetzt, gefunden, und aus 
dem in F gelegenen Büschel wählt man diejenige Kurve m 
aus, die durch den bisher noch nicht verwendeten Punkt 9 
hindurchgeht. Der Kegelschnitt m liefert dann sofort 
k und 1, so dass die Fläche F^^) jetzt bestimmt ist. 

Man sieht hieraus, dass das Stein er 'sehe Verfahren 
keineswegs gestattet, die verlangte, durch sämtliche neun 
gegebenen Punkte gehende Fläche direkt zu konstruieren. 
Hierzu ist es vielmehr nötig, zwei andere Flächen F.^^) 
aufzusuchen, die nur durch acht Punkte gehen. Obwohl 
diese Hülfskonstruktion ziemlich kompliziert wird, sobald 
man sie im einzelnen ausführt, so erscheint die Methode 
trotzdem, im ganzen betrachtet, verhältnismässig einfach, 
wenn man bedenkt, dass die geforderte Fläche nicht 
linear, sondern unter Verwendung quadratischer Kon- 
struktionen erhalten wird. 

Eine bemerkenswerte Eigentümlichkeit der St ein er- 
sehen Konstruktion liegt darin, dass man zur Auffindung 
der beiden Tripel k^ 1^ m^ und kg lg nig von zwei in A 
liegenden Kegelschnitten ausgeht, die beide in Linienpaare 
zerfallen sind; zu jedem von ihnen gehört die Gerade, 
welche den Punkt 1 mit dem Perspektivitätszentrum M 
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der auf b und c gelegenen Punktreihen (Q/) und (I? 
verbindet. In der Verwendung dieser beiden Kegelschnit 
kl = (2 3) (M 1) und kg == (3 1) (M 1) unterscheidet si< 
das St ein er 'sehe Verfahren von der von Chasles a; 
gegebenen Konstruktionsmethode, die sonst grosse Ähnlic] 
keit mit ihm zeigt. 

Die Chasles'sche Konstruktion im Original. 

1. Es sollen diejenigen Kurven konstruiert werden, 
in denen die gesuchte Oberfläche 2. Grades von den drei 
Ebenen geschnitten wird, die durch die gegebenen neun 
zu je dreien zusammengefassten Punkte hindurchgehen. 
Zunächst handelt es sich um die Bestimmung der beiden 
Punkte, in welchen die Gerade b von den beiden Kegel- 
schnitten getroffen wird, die die gesuchte Fläche auf den 
Ebenen F und A ausschneidet. 

2. Man lege durch einen beliebig auf b angenommenen 
Punkt Qi und durch die drei Punkte 12 3 einen Kegel- 
schnittbüschel 2j^\ dieser trifft die Gerade b in einer 
Punktreihe (Y), die Gerade c in Punktepaaren ZZ'. 
Durch letztere und durch das Tripel 4 5 6 lege man einen 
weiteren Büschel von Kegelschnitten, 2^^^ hindurch, der 
die Gerade a in Punktepaaren XX' schneidet, durch diese 
und die Punkte 7 8 Q^ in F endlich einen dritten 
Büschel 21 p^ der die Gerade b in einer zweiten Punkt- 
reihe (Y') trifft. Da nun die Punkte Y zu den Punkte- 
paaren ZZ' projektivisch liegen, diese ebenso zu den 
Paaren XX' und diese wieder zu den Punkten Y', so 
müssen die beiden auf b liegenden Punktreihen (Y) und 
(Y') auch untereinander projektivisch sein. Sie besitzen 
folglich zwei Doppelpunkte, von denen jeder zwei zu- 
sammenfallende entsprechende Punkte Y und Y' darstellt. 
Einer dieser Doppelpunkte ist der Punkt S ; es muss also 
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notwendig noch einen anderen Punkt Q/ geben, der so 
beschaffen ist, dass ein durch die Punkte QiQ/ gelegter 
Kegelschnitt des Büschels JS"^ die Existenz eines anderen, 
dem Büschel 2p angehörenden und durch dieselben Punkte 
gehenden Kegelschnittes bedingt. Die beiden Punkte 
Qj und Q^', von denen der erstere beliebig gewählt ist, 
gehören Äwei projekti vischen Punktreihen an, und diese 
bilden ausserdem eine Involution, weil Q^ und Q^' in einem 
umkehrbar eindeutigen Verhältnis zueinander stehen. 

3. Es genügt, zwei dieser Punktepaare, QiQ/ und 
Q2 Q2S zu bestimmen ; jedes von ihnen bedingt zwei durch 
sie hindurchgehende Kegelschnitte der Büschel 2^^ und 21 p» 
Soll nun ein Kegelschnitt des letzteren Büschels noch 
durch den bisher nicht benutzten neunten gegebenen 
Punkt 9 hindurchgehen, so ist folgendes zu beachten: 
Alle Kegelschnitte des Büschels 2p gehen durch die 
beiden Punkte 7 und 8 hindurch und schneiden auf den 
Geraden a und b Punktepaare aus, die den beiden auf 
diesen Geraden liegenden Involutionen angehören. Folglich 
müssen die Kegelschnitte sämtlich noch durch zwei weitere 
ihnen allen gemeinsame Punkte C und C hindurchgehen. 
Man hat also nur nötig, den durch die fünf Punkte 7 8 CG' 
und 9 bestimmten Kegelschnitt zu beschreiben; dieser 
stellt dann eine Kurve dar, welche der gesuchten durch 
die Punkte 123 456 789 gehenden Fläche 2. Ordnung 
angehört. 



§ 6- 

Obwohl Chasles die von Steiner gefundene Lösung 
des Problems gar nicht kennen konnte, als er seine 
eigenen Untersuchungen veröffentlichte (s. § 1), so fällt 
bei einem Vergleich beider Konstruktionen doch sofort 
eine unverkennbare Übereinstimmung in dem leitenden 
Grundgedanken auf. 
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Sollen umgekehrt diese drei Kurven auf der Oberfläche 
2. Ordnung liegen, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass sie sich auf den Schnittlinien ihrer Ebenen paarweise 
in zwei Punkten schneiden, d. h. diese Schnittlinien zu 
gemeinschaftlichen Sekanten haben. 

2. Nimmt man in der Ebene A auf der Geraden b 
einen willkürlichen Punkt Q^ an und legt dann durch die 
vier festen Punkte 1 2 3 Q^ einen Kegelschnittbüschel, so 
schneidet dieser die Gerade b ausser in Q^ noch in einer 
Punktreihe (Y), die Gerade c dagegen in einer Involution 
von Punktepaaren ZZ'. Zu jedem Punkte Y der Punkt- 
reihe gehört ein und nur ein Punktepaar ZZ' der 
Involution resp. ein und nur ein Punkt derjenigen Punkt- 
reihe, auf welche sich die Involution dadurch reduzieren 
lässt, dass man sämtliche vierten harmonischen Punkte 
zu den einzelnen Punktepaaren der Involution und zu 
einem festen Punkte ihres Trägers bestimmt. Beide 
Punktreihen sind also projektivisch. 

Legt man weiter in der Ebene B durch die Punkte 
4 5 6 und das Punktepaar ZZ' den Kegelschnitt (4 5 6 ZZ'), 
so muss dieser noch durch einen vierten festen Punkt 
hindurchgehen. Dieser stellt mit dem Tripel 4 5 6 die 
Grundpunkte eines in der Ebene B liegenden Kegelschnitt- 
büschels dar, der die Schnittgerade a in einer Punkt- 
involution (XX') trifft. Die beiden Involutionen (ZZ') 
und (XX') hängen so voneinander ab, dass die Punkt- 
reihen, auf die sie sich in der eben angegebenen Weise 
zurückführen lassen, zu einander projektivisch sind. 

Drittens legt man in der Ebene F durch die Punkte 
7 8 Qi XX' einen Kegelschnitt, der ebenfalls ein Element 
eines in dieser Ebene liegenden Kegelschnittbüschels ist. 
Der Büschel trifft die Gerade b ausser in Q^ noch in 
einer Punktreihe (Y'), die wieder zu derjenigen Punktreihe 
projektivisch ist, auf die sich die Involution (XX') 
reduzieren lässt. Demnach liegen auf der Schnittgeraden 
b zwei Punktreihen (Y) und (Y'), die nacheinander mit 
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den Punktreihen der Involutionen (ZZ') und (XX') und 
daher selbst untereinander projektivisch sind. 

Diese beiden Punktreihen (Y) und (Y') besitzen nun 
zwei Doppelelemente; eins von ihnen ist S, der gemeinsame 
Schnittpunkt der drei Ebenen AB F, das andere, welches 
sich linear konstruieren lässt, heisse Q/. Beschreibt man 
nun in A den Kegelschnitt (I2 3QiQ/), so trifft dieser 
die Gerade c etwa in den Punkten K^ und R/. Der 
Kegelschnitt (4 5 6 K^ E^') in der Ebene B schneidet dann 
die Gerade a in zwei Punkten P^ und P^', und der Kegel- 
schnit (7 8 P^ P/ Q^) in F muss dann die Schnittgerade b 
ausser in Q^ noch in Q^' treffen. Auf diese Weise erhält 
man drei Kegelschnitte 

k, = (1 2 3 Qi Q,' E, R/) l, = (45 6E,R/PiP,0 

m, = (7 8 P, P/ Q, Q/), 

die der Bedingung, die Geraden a b c paarweise als ge- 
meinsame Sekanten zu besitzen, genügen. Es lässt sich 
daher notwendig eine Fläche 2. Ordnung F/^) durch sie 
hindurchlegen, die die Punkte 

123 456 78 
enthält. 

3. Die ganze bisherige Konstruktion lässt sich nun, 
da die Wahl des Punktes Q^ auf der Geraden b keiner 
Beschränkung unterliegt, in genau derselben Weise für 
einen anderen auf b liegenden Punkt Qg ausführen. Man 
erhält wieder auf dieser Geraden zwei Punktreihen, die 
zueinander projektivisch sind und neben Qg noch ein 
zweites Doppelelement Qg' besitzen. Ferner ergeben sich 
genau wie oben auf der Schnittgeraden c die neuen 
Punkte Rg und R^% auf a die Punkte Pg und P/ und 
somit drei neue Kegelschnitte 

k, = (12 3Q,Q,'R2R,0 1^ = (45 6R,R,'P,P/) 

m, = (7 8 P, P,' Q, Q,0, 
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die sich gleichfalls auf den Geraden ab c paarweise in 

zwei Punkten schneiden. Es lässt sich also auch durch 

sie eine Fläche 2. Ordnung F^^^) hindurchlegen, die die 

Punkte 

123 456 78 
enthält. 

4. Die beiden in der Ebene A liegenden Kegel- 
schnitte kj und kg müssen ausser den drei Punkten 1 2 3 
noch einen vierten Punkt A gemein haben, der sich durch 
eine lineare Konstruktion finden lässt. Die Punkte 1 2 3 A 
stellen dann die Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels 
dar. Dasselbe gilt in B von den Kegelschnitten Ij und 1^, 
die ausser den Punkten 4 5 6 noch den Punkt B gemein 
haben, und ebenso von den in F liegenden Kegelschnitten 
nij und nig, die sich in 7 und 8 und ausserdem noch in 
den beiden Punkten C und C schneiden. (Letztere können 
reell oder konjugiert -imaginär sein.) Dann liegt 

auf a die durch die Punktepaare PiP/ und PgPg' gebildete 
Involution perspektivisch zu den Büscheln (456B) u. (7 8 CG'), 

auf b die durch die Punktepaare Q^Q/ und Qo^Qg' gebildete 
Involution perspektivisch zu den Büscheln (7 8 C C) u. ( 1 2 3 A), 

auf c die durch die Punktepaare KiR/ und Eg Kg' gebildete 
Involution perspektivisch zu den Büscheln ( 1 2*3 A) u. (4 5 6 B) ; 

geht also ein Kegelschnitt, der einem dieser drei Büschel 
angehört, durch einen Punkt der genannten Punkt- 
involutionen, so muss er auch durch den konjugierten 
Punkt derselben hindurchgehen. 

Man bestimmt jetzt in diesen drei auf den Schnitt- 
geraden abc gelegenen Punktinvolutionen noch je ein 
drittes Paar konjugierter Punkte, die in S, dem Schnitt- 
punkt der Ebenen ABF, einen gemeinschaftlichen Punkt 
besitzen, also auf a etwa das Punktepaar S Pg, auf b das 
Paar S Qg und auf c das Paar S R3. Geht dann ein 
Kegelschnitt kg des Kegelschnittbüschels (1 2 3 A) durch S, 
so muss er auch durch die Punkte Q3 und Rg hindurch- 

2 
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Hieraus geht ' bervor, dass die drei Involntionen der 
Geraden abc in der Weise aufeinander bezogen sind, 
dass immer zwei entsprechende Punktepaare zweier ; 

Involntionen auf einem Kegelschnitt eines der drei 
Büschel liegen. 

Nimmt man daher allgemein z. B. auf der Geraden b 
ein ganz beliebiges Punktepaar Q. Q^' der auf ihr liegenden 
Involution an, so erhält man durch den Büschelkegelschnitt 
(1 2 3 Q. Q/) auf der Geraden c das entsprechende Punkte- 
paar B. R/ ; der Kegelschnitt (4 5 6 E^ E/) liefert dann 
auf a das Paar PjP/. Alle drei Punktinvolutionen 

(QiQiO^ (^iR/)? (I^i^iO» denen diese Paare angehören, 
sind dann perspektivisch zueinander gelegen. Weil nun 
aber drei demselben Büschel angehörende Kegelschnitte 
schon drei Doppelpaare entsprechender Punkte enthalten 
wie z. B. die drei Kegelschnitte k, k^ kg, die alle in dem 
Büschel (12 3A) liegen und die Punktepaare QQ' und 
R, Rj', Qj Qj' und R^ R^', Q3 S und R3 S tragen, so müssen 
alle übrigen derartigen entsprechenden Paare von konju- 
gierten Punkten auf Kegelschnitten dieses selben Büschels 
liegen. 

3fan bekommt daher unendlich viele Dreiheiten von 
Kegelschnitten 

kj = (12 3Q.Q.'R.R/); 1 = (4 5 6 R. R/P. P/); 

m. = (7 8 R P/ Q, Q.0, 

die ebenso wie die drei bisher bestimmten Gruppen 
k, I, m,, kgl^m^, kjlgmg die Schnittgeraden abc paar- 
weise zu gemeinschaftlichen Sekanten haben. Jedes ein- 
zelne dieser Tripel bestimmt eine Fläche 2. Ordnung F/-, 
die die acht Punkte 

12 3 4 5 6 7 8 

enthält. Alle diese Flächen F.'^; bilden einen Büschel, 
der jede der drei Ebenen A B F in einem Kegelschnitt- 
büschel mit vier festen Grundpunkten (1 2 3 A) resp. 
(4 5 6 B) resp. (7 8 C C) schneidet. 
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resp. 7 8 gelien und sich auf den Geraden a b c paarweise 
ächneMen, wenn von den so entstandenen Scimittpunkteii 
einer, z. B. der Pnnkt Q, auf b gegeben ist. 

3. Die Kegelschnitte des in der Ebene A liegendtn 
Büschels {12 3(^1) schneiden auf der Geraden b eine 
Punktleihe (V), auf der Geraden c eine Involution von 
Pnnktepaaren aus. Durch letztere und durch das Tripel 
4 5 6 ist dann in der Ebene B ein Kegelschnittbüschel 
bestimmt, der die Gerade a in einer Involution (XX') 
trifft. Durch die Paare dieser InvoUition und durch die 
Punkte 7 8 Q, ist dann in der Ebene P ein Kegelschnitt- 
büschel bestimmt, durch den auf der Geraden b eine 
zweite Punktreihe (Y') ausgeschnitten wird, die mit der 
ersten Reihe (V) projektiv ist, weil 

(Y) A (Z Z'), (Z Z') A {X X'), (X X') Ä (Y'). 

Beide Punktreihen haben den Doppelpunkt Q,, müssen 
also noch einen zweiten Doppelpunkt Q,' besitzen, ilß'' 
reell ist nnd sieh linear konstruieren lässt. Dieser stellt 
den gesuchten Punkt dar. Aus den beiden Punkten 
Q, Q,' bekommt man dann sofort die drei Kegelschnitte 
kl 1, iHi, welche die durch die acht Punkte 123 45ß 78 
gehende Fläche 2. Ordnung F/^l mit ^ BT gemein hat. 

Ebenso liefert ein anderer Punkt (J^ auf b den 
Punkt Q/, in dem die durch die Punkte 123 456 78 Qj 
bestimmte Fläche F^'^' die Gerade b zum zweiten 
Male schneidet, und damit ein neues Tripel von Kege^ 
schnitten kj 1^ m^,, die diese Fläche 2. Ordnung mit den 
Ebenen AB F gemein hat. 

4. Ans Vorstehendem ist klar, dass der durch iliß 
Punkte 12 3 4 5 6 7 8 bestimmte Flächenbüschel jede der 
Ebenen ABT in einem Kegelschnittbüschel trifft. U^'' 
Büschel in A ist durch die Kegelschnitte kj und k„ der 
in B durch 1, und Ijj, der in F durch nij und m^ bestimmti 
in A haben die Kegelschnitte k, kg ausser den Punkten 
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12 3 noch eineu vierten festen Punkt A als Grundpunkt 
gemein, ebenso iu B die Kegelschnitte \ und 1^ noch 
einen Punkt B, in r m^ und m^ neben 7 und 8 noch die 
beiden Punkte C und C. Der Flächenbüschel trifft ferner 
jede der Schnittgeraden abc in einer Punktinvolution, 
die durch die Punktepaare, iu denen die Flächen Fj'*' 
und Fa^^' die Geraden schneiden, bestimmt sind. Ins- 
besondere ist die Involution auf der Geraden b durch die 
beiden Punktepaare Qj Q,' und Q, Q^' gegeben. 

.5. Wenn man jetzt den durch den Punkt 9 hindurch- 
gehenden Kegelschnitt m des Büschels (m^ m^ konstruiert, 
so liegt dieser auf der gesuchten, durch die neun Punkte 
123 45 6 789 hindurchgehenden Fläche 2. Ordnung 
Ff^*; aus ihm erhält man dann die zugehörigen Kegel- 
schnitte k und I, die die Fläche I'<^ mit den Ebenen 
A und B geraein hat. 

6. Um die gesuchte Fläche vollständig zu erhalten, 
verfährt mau folgendermassen : 

Man legt eine Ebene E durch zwei auf den Kegel- 
schnitten k und m liegende Punkte, z, B. durch die 
Punkte 1 und 7, und ausserdem durch einen veränderlichen 
Punkt T auf 1. Dann lassen sich die Schnittpunkte, in 
denen die Ebene E die Kegelschnitte ausserdem noch 
trifft, linear konstruieren. Fünf von den sechs Schnitt- 
punkten reichen hin, um den auf E liegenden Kegelschnitt 
n zu bestimmen, welchen diese Ebene mit der Fläche Fl*) 
gemein hat, die die Kurven k 1 m enthält. Lässt man 
nun den Punkt T den ganzen Kegelschnitt 1 durchlaufen, 
so dreht sich E um die Verbindungslinie der Punkte 1 
und 7. Dabei beschreibt der Kegelschnitt n die ganze 
Fläche FW, die somit vollständig erzeugt ist. — 

- 7. Die zur praktischen Durchführung der angegebenen 
Methode erforderlichen Konstruktionen lassen sich nach 
Heger in folgender Weise erledigen; 



liegenden BUscIiel angehörende Kegelschnitte 1/ und 1/ 
einer besoudereii Bedingung, indem man annimmt, dass 
sie durch zwei Geradenpaare dargestellt seien ; diese wählt 
man so, dass das Geradenpaar, in welches i/ zerfallen 
ist, die Punkte 4 und 5, dagegen dasjenige, welches den 
Kegelschnitt I^' repräsentiert, die Punkte 4 und 6 enthält. 

Dann schneidet man die Gerade c mit der Geraden 4 5 
in dem Pnnkte Zj und bestimmt die Punkte Y, auf b 
und Z,' auf c, in denen der in der Ebene A liegende 
Kegelschnitt k/ = (l 2 3 Q[ Z,) die Geraden b und c ausser 
in Qi und Z, nocii trifft. 

Weiter heisse der Schnittpunkt der Geraden c mit 
der Verbindungslinie der Punkte 4 uud e Z^; die Schnitt- 
punkte des in A liegenden Kegelschnittes k/ = (t 2 3 Q, Z.J 
mit den Geraden b uud c sind dann Yj resp. Z/. 

Nunmehr sind die Kegelschnitte 1/ und 1^' in B durch 
die beiden Geradenpaare (4 5) (6Z,') und (4 6) (5 Z/) 
dargestellt. 

Bezeichnet man endlich die Schnittpunkte dieser 
Geradenpaare mit der Geraden a mit X, und X/ resp. 
Xj und Xj', so schneiden die in i' liegenden Kegelschnitte 
m/ -^ (X, X,' 7 8 Qi) und m./ = (X^ S,' 7 8 Q,) die Gerade b 
ausser in Q, noch in den Punkten Y/ und Y^'. 

Damit sind von den beiden auf b liegenden pro- 
jektivischen Punktreihen (Y) und (Y') die beiden Punkte- 
paaie Y,Yg und Y/Y^' gefunden, und es lässt sich jetzt 
das zweite Doppelelement der beiden Reihen, der Punkt 
Qj', mit Hülfe zweier Strahlbflsehel linear bestimmen. 

Auf dieselbe Weise erhält man mit Benutzung der 
Kegelschnitte k,"kj", l/'l^" und m/' mg" zu dem anderen 
auf b angenommenen Punkte Qg den zugehöligen 
Punkt Qj'. 



sciiniHeii weraen; aann geuort aas uevaaenpaar {i öj 
(Qa'PeO 2" '^^^ dui'ch die Kegelsclinitte m/ und m^' 
dargestellten Büschel. 

Ausserdem bestimme man die weiteren Schnittpunkte 
Q„ und P„ (1er Kegelsclinitte (1 2 3 A S) und (45 6 BS), 
die durch den gemeinsamen Schnittpunkt S der drei 
Ebenen AUF hindurchgehen, mit den Geraden b and a; 
dann gehurt der Kegelschnitt (7 8SP, Q„) ebenfalls zu 
dem Büschel (ni/ m/). 

Es sei ferner 1^' das dritte Geradenpaar des Büschels 
(4 5 6 B) und k^' der entsprechende Kegelschnitt des Büschels 
(I23A); die Schnittpunkte, die die Geradenpaare 1,', \' 
und lg' auf a hervorbringen, seien bezw. bezeichnet mit 
Pa P/, Pj P^' und Pß Pg'. Durch diese Punktepaare legt 
mau die den genannten drei Geradenpaaren entsprechenden 
Kegelschnitte m,', m^' und m^' in P und konstruiert ihre 
Tangenten t^, t^, tg in dem Punkte 7. Beschreibt man 
nun in derselben Ebene den Kegelschnitt, der ausser 
durch die vier Büschelgrundpunkte auch noch durch den 
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der Kegelschnitte k I m, da sich die Konsti-uktiou nach 
der Äuffludutig dieser Kurven im Räume weiter fortsetzt. 
Man kann jedoch von der Form der drei Kegelschnitte 
schon ungefähr auf die Gestalt und die Lage der ver- 
langten Flache schliesseu. In dem vorliegenden Falle 
stellt sie ein Ellipsoid dar, welches zwar alle drei 
Seiten, aber nur eine Kante der Ecke (a b c) durchdringt. 



Die MDIIer'sche Konstruktion. 

Der eigentlichen Untersuchung sind folgende weiter- 
hin zur Anwendung gelangende Sätze über ebene Kegel- 
schnittbüschel vorausgeschickt : 

I. Alle durch vier feste Tunkte in einer Ebene hin- 
durchgehenden Kegelschnitte bilden einen Kegelschnitt- 
biischel. 

Auf allen durch einen der vier Grundpunkte 
hindurchgehenden Geraden erzeugen die Kurven des 
Büschels projektivische Punktreihen, in welchen die 
auf demselben Büschelkegelschnitt liegenden Punkte 
entsprechende sind. 

Auf allen durch keinen der vier Grundpunkte 

hindurchgehenden Geraden schneiden die Kurven des 

Büschels Involutionen aus, in welchen je zwei auf 

demselben Büschelkegelschnitt liegenden Punkte ein- 

, ander konjugiert sind. 

II. Ist eine Involution auf einer Geraden gegeben, so 
kann man zu einem festen Punkte und den Punkte- 
paaren der Involution die vierten harmonischen 
Punkte bestimmen. Die so für die verschiedenen 
Lagen des festen Punktes erhaltenen Punktreihen 
stehen in projektivischer Beziehung zueinander, 



eiDaiider bezogen, wenn in dem öcrmittpuiiRt beider 
Geraden zwei entsprechende Punkte vereinigt liegen. 
Dasselbe gilt für projektivische Iiivolntiouen ; sie 
befinden sieh in perspektivischer Lage, wenn der 
Schnittpunkt ihrer Träger zwei entsprechenden 
Punktepaaren gemeinsam ist. 

IIL Ein Kegelschnittbüschel schneidet auf irgend zwei 
Geraden, die durch keinen seiner Grundpunkte hin- 
durchgehen, zwei derartige „projektivische Invo- 
lutionen in perspektivischer Lage" aus. 

Hat man umgekehrt auf zwei Geraden zwei 
projektivische und perspektivisch gelegene Involutionen 
und legt durch die vier Punkte zweier entsprechender 
Punktepaare und durch einen fünften festen Punkt 
der Ebene Kegelschnitte hindurch, so gehen diese 
sämtlich durch drei weitere feste Punkte, von denen 
zwei imaginär sein können, bilden also einen Kegel- 
Schnittbüschel. — 

1. Man nimmt willkürlich auf der Schnittgeraden c 
der Ebenen A und B zwei beliebige Punkte R und E' 



an. Es ist dann in der Ebene A ein Kegelschnitt 
k'^^(l2 3RR'} bestimmt, ebenso in B ein Kegelselinitt 
1' ^z (4 5 6 R R'). Beide Kurven haben die Strecke (R R') 
-zur gehl einschaft liehen Sehne; es ist daher durch sie und 
durch den Punkt 7 eine einzige Fläche zweiter Ordnung 
bestimmt. 

Legt man nämlich durch 7 eine beliebige Ebene E 
hindurch, so schneidet diese die Fläche in einer Kurve 
zweiter Ordnung, die durch den Punkt 7 und ihre vier 
Schnittpunkte mit den Kegelschnitten k' und I' bestimmt 
ist. Die Fläche ist daher vollständig konstruierbar. 

Es handelt sich nnn im folgenden darum, die Punkte 
R und R' derartig festzulegen, dass die genannte Flüche 
auch noch durch die Punkte 8 und 9 hindurchgeht, 

2. Während der beliebig gewählte Punkt K fest 
bleibt, soll R' nacheinander die Lagen R/, R^', . . ., 
annehmen. Auf diese Weise entsteht eine ganze Reihe 
von Flächen F,W', F,W', ..., die alle die acht Punkte 
12 3 4 5 6 7 R mit einander gemein haben. Nach dem 
vorangeschickteu Satz III ergibt sich jetzt leicht, dass 
alle diese Flächen zweiter Ordnung einen Flächenb lisch el 
bilden, das lieisst, dass sie sich ausser- in den festen acht 
Punkten 123 456 7R noch in einer Raumkurve vierter 
Ordnung sehneiden und dass durch einen einzigen "weiteren 
Punkt, z. B. durch 8, im allgemeiuen nur eine Fläche des 
Büschels geht. 

Der Flächeubüschel wird von den Ebenen A und B 
in zwei Kegelschnittbüscheln geschnitten, die die festen 
Punkte 1 2 3 E resp. 4 6 6 R zu Grundpunkten haben. lu 
beiden Büscheln sollen zwei Kegelschnitte k. und 1^, welche 
derselben Fläche F .i^*' angehören, als entsprechend be- 
trachtet werden. 

Legt man durch den Punkt 7 eine beliebige Ebene r 
hindurch, so schneidet diese die Ebenen A und B in den 
Geraden b resp. a, die den Punkt S mit der Geraden c 



3. Legt man jetzt die Ebene F ausser durch den 
Punkt 7 noch durch den festen Punkt 8 hindurch, so 
schneidet sie die Flächen WP'' in einem Kegelschuitt- 
büschel. Da 7 einer der vier Grundpnnkte dieses Büschels 
ist, so werden die Kurven desselben (nach Satz I) auf 
der Geraden (7 8) eine Punktreihe Ti, 1\, T^, . . . erzengen, 
die mit der Reihe R,', E^', Rg', . . . auf c projektivisch ist. 
Betrachtet man 8 als einen Punkt der Reihe auf (7 8), 
so wird ihm in der Keilie auf c ein bestimmter Punkt R' 
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Um zu zeigen, dass alle diese Flächen ^/^^ einen 
Büschel zweiter Ordnung bilden, d. h., dass sie auf jeder 
durch sie hindurchgelegten Ebene einen Kegelschnittbüseltel 
ausschneiden, verfährt man folgendermassen : 

Wie oben in 2., so legt man auch hier zunächst eine 
Ebene F durch den Punkt 7 hindureli und beweist, dass 
die Flächen 0^^ diese Ebene in einem Kegelschnittbüschel 
durchdringen. 

Eine ganz willkürliche Ebene E wird von zwei 
Flächen ^,'^> und ^^i'' in zwei Kegelsclinitten getroffen, 
welche vier Punkte mit einander gemein haben. Legt 
man I speziell durch 7 und einen dieser vier Gnindpunkte, 
so ergibt sich, dass der letztere allen Flächen <P;<*> gemein 
ist. Weil mau nun dasselbe Verfahren für die anderen 
drei Orundpunkte wiederholen kann, so müssen alle 
Kegelschnitte, in welchen E von den Flächen <Pj'*> ge- 
troffen wird, die vier erwähnten Punkte gemeinschaftlich 
besitzen, d. h., die Flächen <Pj<^' sehneiden auf jeder 
beliebigen durch sie hindurchgelegten Ebene einen Kegel- 
schnittbüschel aus, gehören also selber einem Flächen- 
biischel zweiter Ordnung an. 

Hieraus folgt, dass die Flächen ^.'^ alle diejenigen 
Punkte gemein haben müssen, die irgend zwei von ilmen 
gemeinsam sind. Nun gehören aber auch die Flächen 
FjW und FjW, welche durch die Punkte 123 45 6 7 8 
hindurchgehen, diesem Büschel an ; daher gehen alle 
Flächen ^^^'' durch diese Punkte, sind also mit den 
Flächen F^ identisch, oder umgekehrt: 

Alle durch die acht Punkte 12 3 4 6 6 7 8 hindurch- 
gehenden Flächen zweiter Ordnung bilden einen Flächen- 
bilschel. 

Zugleich sind die Flächen dieses Büschels die einzigen, 
welche die Punkte 12 3 4 5 6 7 8 enthalten.*) 

*) Sielie Miithematische Aonaien, Bd. 1, pag. 632. 
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zwei entspreclieiide Kegelschnitte, welclie die Schnitt- 
gerade c zur gemeinschaftlichen Sehne haben. Dieselben 
stellen mit 7 oder 8 zusammen, wie in 1, gezeigt, die 
notwendigen und hinreichenden Bestimmungsstücke für die 
gesuchte Fläche zweiter Ordnung F<^' dar, die durch die 
neun gegebenen Punkte 123 456 789 hindurchgeht. 

§ 12. 

Das von Chasles und Steiner eingeschlagene Ver- 
fahren, statt der Fläche F<^' zunächst einen Büschel von 
Flächen zweiter Ordnung zu konstruieren, die nur durch 
die Punkte 123 456 78 hindurchgehen, wird auch von 
Müller in Anwendung gebracht. Der Weg aber, auf dem 
er zu dem Büschel gelangt, ist ein völlig anderer. 

Es handelt sich hier nämlich nicht um die Konstruktion 
von mehreren in A, B und F liegenden Kegelschnitttripeln, 
sondern man sucht statt dieser einen Flächenbüschel 
zweiter Ordnung F.<^'', der nur sieben von den gegebenen 
Punkten enthält. Dazu benutzt man allein die Ebenen A 
und B und den einstweilen isoliert liegenden Punkt 7. 
Allen Flächen F/^>' ist ausserdem noch ein fester Punkt R 
auf der Schnittlinie c gemeinsam; durch Variation des 
Punktes R' auf c bekommt man die einzelnen Büschel- 
flachen. 

Weiter wird jetzt gezeigt, dass durch R zwar unend- 
lich viele Flächen zweiter Ordnung hindurchgehen, die 
die Punkte 12 3 4 5 6 7 enthalten, aber stets nur eine 
einzige Fläche, die neben diesen noch den Punkt 8 besitzt. 
Variiert man für eine solche Fläche Fj<'> die Lage von R, 
so schliessen sich die so entstandenen neuen Flächen 
zweiter Ordnung ihrerseits zu einem neuen Büschel zu- 
sammen, und dieser ist mit dem bei Chasles und 
Steiner vorkommenden durch die Punkte 123 45fi 78 
gehenden Fläclienbüschel identisch. — 



Neben der Konstruktion des Flächenbüschela F.'*)' tritt 
als weitere markante Eigentümlichkeit des Müller'sclien 
Verfahrens der Umstand hervor, dass die dritte Ebene /' 
eine gänzlich veränderte Stellung einnimmt. 

Einmal besitzt sie keine feste Lage, wie dies bei dea 
bisher besprochenen Konstruktionen stets der Fall war, 
sondern sie ist stets variabel. Zuerst geht sie nur durch 
den Punkt 7, später auch durch 8, ist dann aber immer 
noch um die Gerade (7 8) drehbar. Der Punkt 9 liegt 
nie auf ihr, so dass die bei Steiner, Chasles und, wie 
sich noch weiterhin zeigen wird, auch bei RoBn grund- 
sätzliche Annahme eines Dreikantes (a b c), welches auf 
jeder seiner Seiten ein Punktetripel trägt, bei Müller 
nicht gemacht wird. Hieraus erklärt sich auch, warum 
die Konstruktion der Kegelschnitte k I m und der Tripel 
k. 1. ni. unterbleibt. 

Zum anderu werden, wie es nach vorstehendem 
natürlich ist, die Punktreihen oder Involutionen auf den 
Geraden abc nicht nebeneinander untersucht, sondern 
es geschieht dies in der Hauptsache nur auf c, währeud 
die anderen beiden Geraden eine untergeordnete Rolle spielen. 

Die Folge dieses Verfahrens ist die, dass die Ebenen 
A B Fimä ihre Schnittlinien die Gleichwertigkeit verlieren, 
die ganze Betrachtung daher, der Chasles'schen Kon- 
struktion gegenübergestellt, einen weit geringeren 
Grad der Symmetrie als diese aufweist. Noch viel 
deutlicher zeigt sich dies, wenn man sie mit der im 
folgenden Paragraphen wiedergegebenen R o hu ' sehen 
Konstruktion vergleicht, 

§ 13. 

Die Rohn'sche Konstruktion. 

1. Man betrachtet zunächst die beiden Ebenen A und B, 
die die Punktgrnppen 12 3 und 4 5 6 enthalten. Jeder in 
der ersten Ebene gelegene durch das Tripel 12 3 geltende 
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Kegelschnitt bedingt in B einen und nur einen durch die 
Punkte 4 6 6 gehenden Kegelschnitt, wenn man verlangt, 
dass beide Kurven sich auf der Schnittgeraden c beider 
Ebenen in denselben Punkten treffen. Derartige Kegel- 
schnitte werden kurz „entsprechende Kegelschnitte" ge- 
nannt. 

In der Ebene A tritt ferner jede Gerade als Polare 
von S in Bezug auf einen bestimmten Kegelschnitt auf; 
dasselbe gilt für jede Gerade der Ebene B, Zwei solche 
Geraden in A und 5, die Polaren von S in Bezug auf 
zwei entsprechende Kegelschnitte sind, heissen „ent- 
sprechende Geraden". 

2. Von den entsprechenden Geraden in A und B 
lässt sich nun zeigen, dass sie perspektiv liegen, d. h., dass 
sie in Ebenen liegen, die sich sämtlich in einem Punkte 
schneiden, der das Zentrum der Perspektive darstellt. 

Denn erstens entspricht jeder Geraden der einen Ebene 
eine und nur eine Gerade der anderen Ebene. Zu einer 
beliebigen Geraden in A gehört nämlich ein und nur ein 
Kegelschnitt, der durch die Punktgruppe 12 3 hindurch- 
geht und für den sie die Polare des Punktes S darstellt. 
Dieser Kegelschnitt trifft c in einem (reellen oder imagi- 
nären) Punktepaare, das mit dem Tripel 4 5 6 in der Ebene B 
einen Kegelschnitt bestimmt, und zu diesem gehört wieder 
eine bestimmte Gerade in B als Polare von S. 

Zweitens schneiden sich zwei entsprechende Geraden 
stets auf c. Denn eine in A angenommene Gerade trifft 
als Polare zu einem bestimmten Kegelschnitt die Gerade c 
in demjenigen Punkte, der mit S zusammen das Punkte- 
paar, welches der Kegelschnitt und die ihm in B ent- 
sprechende Kurve auf c ausschneiden, harmonisch trennt. 
Dasselbe gilt von der entsprechenden Geraden in der 
anderen Ebene. Da aber nur ein solcher vierter harmo- 
nischer Punkt existiert, so müssen sich beide Geraden in 
ihm auf c schneiden. 
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Drittens entspricht einem Strahlenbüschel in A ein 
und nur ein Strahlenbüschel in B, Dies kann man 
f olgendermassen nachweisen : 

Ein Kegelschnittbüschel in A, der ausser dem Tripel 12 3 
noch einen weiteren festen Punkt A zu Grundpunkten hat, 
schneidet auf der Geraden c eine Reihe von Punktepaaren 
aus, die eine Involution bilden. Diese bestimmt mit den 
Punkten 45 6 Kegelschnitte in der Ebene S, die eben- 
falls einen Büschel bilden und daher ausser 4 5 6 noch 
einen vierten festen Punkt B gemein haben. Dem Punkte S 
ist in der Ebene A ein bestimmter Punkt zugeordnet, 
welcher der Träger des Geradenbüschels ist, der durch die 
Polaren von S in Bezug auf den Kegelschnittbüschel in 
A gebildet wird. Ebenso ist in B dem Punkte S ein an- 
derer Punkt konjugiert, durch den alle Polaren von S zu 
dem Kurvenbüschel in dieser Ebene hindurchgehen. Da 
nun die beiden in A und B liegenden Kegelschnittbüschel 
(12 3 A) und (4 5 6 B) sich entsprechen, so tun dies auch 
ihre Polaren, d. h. den Geraden durch einen bestimmten 
Punkt in A entsprechen die Geraden durch einen be- 
stimmten Punkt in B und umgekehrt. 

Damit ist bewiesen, dass in den Ebenen A und B die 
Systeme entsprechender Geraden perspektiv sind. 

3. Das Zentrum der Perspektive für A und B sei Og, 
Dann schneidet jede durch diesen Punkt gelegte Ebene 
die Ebenen A und B in Geraden, die als Polaren von S 
zwei entsprechenden Kegelschnitten zugehören. Ganz ebenso 
existiert ein Punkt Oj von der Beschaffenheit, dass jede 
Ebene durch ihn die Ebenen B und F in Geraden durch- 
dringt, die als Polaren von S zwei entsprechenden Kegel- 
schnitten dieser Ebenen zugehören. Die gleiche Be- 
deutung hat ein Punkt 0^ für die Ebenen F und A. 

4. Die durch die drei Perspektivitätszentren hindurch- 
gelegte Ebene (0^ Og Og) schneide 

a = 5X^mPo; b = rx^inQo; c = ^X^inRo- 
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Ferner sei 
k der Kegelschnitt durch 12 3 mitSundQ^R^ alsPol und Polare 

^7) n »j ' " " n ^ jj 1^0 y n n n n 

Dann entsprechen sich 

in den Ebenen A und B die Kurven k und 1, 

>j n n -^ n ^ n n * n ^j 

n n n ^ n -^ n n ^ n ^* 

Dies heisst mit anderen Worten : 

Die drei Kegelschnitte k 1 m schneiden sich paarweise 
in zwei Punkten. Sie bestimmen daher die geforderte 
Fläche zweiter Ordnung F^^\ die durch die neun gegebenen 
Punkte 123 45 6 789 hindurchgeht. 

NB. In Betreff der Konstruktion der Punkte 0^, O2, O3 sei 
auf die Leipziger Berichte vom Jahre 1894, pag. 162, verwiesen. 
Die zugehörige Figur findet sich in Rohn-Papperitz, Lehrbuch 
der darstellenden Geometrie, pag. 187. 

§ 14. 

Steiner, Chasles. und Müller vermochten die 
gesuchte Fläche zweiter Ordnung nur auf mehr oder 
weniger grossen Umwegen zu erhalten. Im Gegensatz 
hierzu zeigt das Rohn'sche Verfahren, dass es durchaus 
nicht nötig ist, zunächst Flächenbüschel zweiter Ordnung 
zu bestimmen, denen die geforderte Fläche angehört, und 
deren Durchschnittskurven mit den Ebenen A B F zn 
konstruieren. Es wird vielmehr nachgewiesen, dass es sehr 
leicht möglich ist, die Polaren des allen drei Ebenen 
gemeinsamen Punktes S in Bezug auf die gesuchten 
Kegelschnitte k 1 m zu erhalten. Damit ist dann das 
Problem vollständig und zwar linear gelöst, denn man kann 
jeden Kegelschnitt punktweise zeichnen,* wenn man von ihm 
drei Punkte und zu einem Punkte seiner Ebene die 
Polare kennt. 

Man sieht, mit welcher Leichtigkeit diese Methode 
ihr Ziel erreicht. Sie bedarf keinerlei Hülfssätze über 
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die Flächen zweiter Ordnung, sondern benutzt nur die 
Polareigenschaften der Kegelschnitte und die Perspektive 
Lage zweier Ebenen. 

Überdies lässt sich die Konstruktion der drei Kurven 
k 1 m in einer Ebene ausführen. Dazu braucht man nur 
eine einzige Projektion des Dreikantes (ab c) vorzunehmen, 
während sonst eine Zerschneidung desselben mindestens 
längs einer der Geraden a b c nötig war. — 



Überblickt man jetzt noch einmal die ganze Reihe 
der behandelten Konstruktionen, so ergibt sich das Resultat, 
dass der von Rohn angegebenen Methode wegen ihrer 
Einfachheit, ihrer Übersichtlichkeit und ihres symmetrischen 
Verfahrens unter allen Umständen die erste Stelle einzu- 
räumen ist. In glücklichster Weise vermeidet sie die 
Umwege, welche den anderen Konstruktionen eine gewisse 
Schwerfälligkeit verleihen und zeichnet sich so gerade 
durch diejenigen Eigenschaften aus, die Steiner einst an 
den von ihm selber gefundenen Lösungen des Problems 
vermisste. 



Jderm Prof, Dr. Staude, meinem hochverelirten 
Lehrer, spreche, ich meinen aafrichtigen Dank ans für 
die Unterstützung, die er mir bei der Abfassung der 
vorliegenden Arbeit hat zuteil werden lassen. 
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